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用地表
、

低空重力资料解三类大地测量边值问题
’
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摘要 根据虚拟球理论和球函数延拓法推导 了大地测量 I
,

11
,

m 3 类边值 问题的相应公式
.

如

此既充分利用 了地面及低空重力场 的元 素
,

且使边值 问题 的求解比其他方法简便
.

本方法 不 同于

现今广为应用的 M ol o de sn k y 理论和解法
,

也有异于 Bj e hr a m m a r 方法和步骤
.

关键词 扰动位 扰动重力 球 函数 解析 延拓 边值问题

1 8 4 9 年 tS o
ke

S 首先开展 了大地水 准面形状 的

研究川
,

该理论是根据位理论和大地水准面上 的重

力异常求解面上及外空的扰动位
.

约一百年后
,

为

满足大地水准面之外不存在质量
,

M ol od
e sn k y川 引

人了似地球表面与似大地水准 面的概念
,

并利用地

面上的重力异常求解了地面上及外空扰动位
,

从而

可以研究地球表面的真实形状 1[,
“ 〕

.

为避免解 M ol 。 -

d e n s k y 问题 中一些 困难
,

2 0 世纪 6 0 年代
,

Bj e r -

ha m m ar 川及骆鸣津闭提出了将地面重力资料解析延

拓到地球 内部的球面上的方法
,

通过这样 的延拓
,

可将复杂地球表面上的大地测量边值问题转换为一

个简单球面为边界 的边值问题
,

这可从球外调 和正

则函数的性质加以证明
.

K r a r u p 于 1 9 6 9 年
,

也从数学 中的 R u n g e 定理

对上述问题作了严格的证 明川
.

许厚泽
、

朱灼文于

1 9 8 4 年作了如下证明
,

即由地球面上的高程异常与

重力异常组 合而成 的单层 位亦 可延拓 到虚拟球 面

上困
.

在 20 世纪 70 年代卫星测高和 G P S 及其后一

系列新的空间技术 出现之后
,

大地测量 中的第三边

值问题求解 已经 扩展到第一 和第二边 值 问题的求

解
.

以往已有许多作者对上述问题作 了研究
,

近年

来的研究更多
.

例如
,

M or it z 、

李斐等求解了 G P S

重力边值问题比
8〕

,

针对 卫星重力梯度
,

吴 晓平提

出最佳积分核 的谱组合解川
,

P et er vo
s k a y a 构建 了

全张量梯度 的边值问题〔`叼
,

G e ld e r e n
等给出由全张

量梯度求解扰动位的积分公式巨“ 〕
,

M ar it en
e 提出解

球面梯度边值 问题的 G er en 函数方法 l[ 2习
,

张传定提

出卫星重力数据向下延拓的矢量和张量的配置解
` ’ ,

骆鸣津等也研 究 了用球 函数延 拓低空 重力场 的问

题 ls[ 〕
,

罗志才等研究 了卫星重力下延 的谱方法川〕 ,

R u m m e r
研究 了地球 引力位及其一

、

二 阶导数的球

谱特性 s1[ 〕
,

李建成推导了由扰动位的二阶导数计算

扰动重力的公式 口 6〕 ,

边少峰等用样条 函数研究了超

定边值问题川〕
.

许厚泽和李建成等分别将上述有关边值理论用

于中国的实际 ls[
, ` 9〕

.

边少锋
、

于锦海
、

王兴涛等研究 了关 于卫星测

高的边值 问题和解 法卿
,
2 1 〕

,

航 空重力数 据下延 问

题呻〕
,

申文彬等提出了对虚拟球上引位 的压缩恢复

法的问题卿
〕 ,

邓波等研究了用 P io s s io n 积分表示第

一类边值问题嘟〕
.

于锦海对各类边值 问题作 了详细

的阐述与论证
2) ,

与上述不 同的是
:

本文 以球 函数
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为工具
,

运用扰动位 T
,

p△g
,

砂g 及 p Z己69 /阶 的

空间球调和函数特性
,

分别对第一
、

第二
、

第三边

值问题的解法作了研究与讨论
.

H
了 ,

且

1 厂
A

月
`

一 丁一 } g Q九 ,

I m J O

( 1 )

1 基本假设与理论背景

( l) 为便于讨论地球重力场的问题
,

本文将地

球正常水准椭球面以半径为 尸。
的球面来代替

,

至于

如何将球面上扰动重力位及其派生量置换到椭球面

上
,

这里 暂 不 讨 论
,

因 为 前 人 已 作 了 不 少 研

究泌
,

2 6 〕
.

(2 ) 设 半径 尸。

的球面外无 质量
,

球 外扰动位

(T 夕
,

夕
,

劝 为调 和正则 函数
,

则 由球面上的 T ( p
。 ,

夕
,

劝 可 以 惟一 确定 地球 表 面上 的 T (如
,

已 几),

己 /即 T幼
。 ,

夕
,

久)
.

其 中尸。 ,

夕
,

久分别为地球表面

的向径
、

纬度和经度
,

p 为地心 到外 空点的 向径
.

1 9 6 4 年 Bj e r h a m m a r 巨3 〕已经提出了可将 M o l o d e n s k y

边值 问题等价地转换为一个简单的虚拟球面边值问

题的理论
.

19 6 5 年在骆鸣津川 的
“
用球 函数法解算

重力测量的基本微分方程
”

中已经证明了在保持吸

引体外扰动位 T ( p
,

夕
,

劝不变的情况下
,

可解析延

拓到以 p 。

为半径的球面上
,

此球即为虚拟球
,

可将

它用于低空重力场的延拓
.

1 9 6 9 年 K ar ur p困 将数

学中著名的 R u n ge 定理作了成功的推广和应用
,

他

严格地证 明了大地测量边值问题解析延拓解的存在

性和等价性
.

对于大地测量
,

R u n g e
定理表述为在

地球外部任一正则谐函数 明
,

可用地球内部任意给

定的一个球 而在 其外 为正则谐 函数 的 沪来一致 逼

近
,

此时
,

对任意给定的
。 > 。

,

在任何完全包 围地

球表面的封闭曲面上处处有 } 切一 沪 } < 。
.

此定理

又称 R u n ge
一

K r
ar

u p 定理
.

如果地球表面是充分正

则的
,

例如处处连续可微
,

则上述定理 又可进一步

表述为任何一个在地球外部调和且在其外部和面上

连续的函数 甲
,

可用地球 内部任意给定 的一个球而

其外为正则谐函数 沪来一致逼近
,

此时
,

对任意给

定的 。 > O
,

则在地球表面及其外部处处有 {华一沪 }

< 。
.

文献仁19 ]亦称此定理为 K e ld y s h
一

L a v r e n t i e v 定

理
.

( 3) 若地球表面的边界形状为已知
,

则

i( ) 采用全球卫星定位系统 G P S 能测定正常水

准椭球面到测点的高程 H
G ;

ii( ) 在地表作水准及重力测量
,

可算 出正常高

ym 为 A 点下面正常位水准面到 A 点之间正常重力

的平均值
,

用 H
,

构成 的面称近似地球 面
.

由于假

定用球面代替椭球面
,

地面点的向径 尸、
为

尸N
= 尸N ( 0

,

几) = 尸。
+ H (口

,

入)
,

( 2 )

解算时 H (0
,

劝 既可代表大地高 H
G ,

亦可代表正

常高 H
了

.

2 边值问题中的边界 (值 )条件

在地球 表 面上 能 进行 水 准测 量
、

重 力 测量
、

G P S 测量
,

能测量地表 A 点相对于水准原点 O (如

青岛验潮站水准原点 )的位差
.

W` A , 一 W ( O , 一

{:
g d、

( 3 )

由 G P S测 A 点
、

O 点的 H
) ,

可算出 U ( A )和 U ( O )

相对于正常位水准面上的 口的位差
,

在构建正常位

水准面时
,

令 百一 W
,

W 为大地水准面上的位
,

如

果能求出水准原点 O 点的 W ( O )与 W 的差
,

就可算

出地面 A 咖
N ,

口
,

入) 点上 的扰动位 T 咖
N ,

0
,

久)
,

则边值问题表示如下
:

1
.

|

l
!I
J

外上的面面一地地p在在当△ T (夕
,

口
,

几) = o
,

T ( A ) = T (产N ,

0
,

人)

一 W ( A ) 一 U ( A )
,

T (尸
,

0
,

入) 一 0
.

(4 )式中在地面上的值为已知
,

么 为 L aP l a c e 算子
,

此即第一边值条件
,

由于 H
G

为已知
,

则 A ( p
N ,

0,

肋上的正常重力可以算出
,

且有
:

111
、

`

|
IJ

△ T (户
,

夕
,

几) = O
,

a ~
, , 、

茹
T ( A ’
一

“ ( A ’ 一 犷 `A ’

= f
,
(尸

N ,

夕
,

久)
,

T (尸
,

夕
,

久) ~ 0
.

在地面外

( 5 )

在地面上

当 p ~ 的

上式中的第二项即为第二边值条件
,

f
,
(如

,

0, 劝
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a g 为纯力重力异或扰动重力
,

由于 H
,

可算出
,

则

似地球面上 B 点的正常重力 y( B )也可算出
,

由于

都可按 ( 9) 式建立关 系
.

尸。
( 0’

,

久
`

)为流动单元的球

半径
,

功为计算点与流动元之 间的球 面角距
,

式为

L eg e n dr e 缔合多项式
,

则有
:

己一
, , 、 r , , 、 , , 、 二

那
` 、八 ’

一
匕g 、八 ’ 一 z 又八 ’ 」

一巨
“ , 一

沙
,十 N

刹
T (。

,

“
,

“ , 一￡ (借)
叶 ’ T

·

(尸
。 ,

“
,

几,
( 1 2 )

则有
:

夕

暴
T (户

,

“
,

“ , 一 p f
l
(。

,

“
,

“ , -

△ T (夕
,

0
,

肋 一 O
,

在地面外

艺 一 ( · + 1 )

(借)
一’ T

·

(。
。 ,

“
,

` ,

[譬
十

影〕
* 一 pN

一 〔g (“ ’ 一 ` (“ ’ 〕
( 1 3 )

f
l
(尸

,

夕
,

久)

= 儿 (尸N ,

夕
,

几) 在地面上

夕~ 加

一

暴
T (尸

,

“
,

“ ’ -

1 甲
, 。

又刀十 1 ) 一 l , 、 P O ’ U ’

P 0

、

|
.

|
卜

|
|
J

T (尸
,

8
,

久) ~ 0
. 又 一 (叫 树

—
、 尸 /

几)

( 6 )

( 1 4 )

上式 中的第二 项为第 三边值条 件或混合边界条件
,

该值 为混合 重力异 常
:

九 咖
N ,

夕
,

劝 一 △g ( p
,

氏

肋
,

今 令 ,
,
(户 0

,

劝 为 扰 动 重力 的垂 直 梯 度
,

,
2

幼
,

0
,

劝为混合重力异常垂直梯度
,

有
:

习 (借)
时 2

f
l

, ·

(夕
。 ,

“
,

` ’
·

。2

暴
T (。

,

“
,

“ , 一 。’
:

1`。
,

“
,

“ ’ -

又 ( 、 + 1 ) ( , + : ) (色 )
时` .

一 \ 尸 /

T
,

(尸
。 ,

8
,

几)
.

( 1 5 )

,
1
(。

,

“
,

“ , 一

影
1
(。

,

“
,

` , 一

暴
T (*

,

“
,

“ ,
,

( 7 ,

:
2
(。

,

“
,

“ , 一

影
2
(户

,

“
,

“ ,
·

:
1
(。

,

“
,

` , 一

暴
T (。

,

“
,

` , -

艺 (粤)
一 3

,
,

, ,

(。
。 ,

“
,

` ,
·

“ 尸 广

( 1 6 )

3 球调和函数的表达式

设 V 咖
,

夕
,

久) 为半径 户。

球 面外 空间点 如
,

0
,

肋上的调和函数
,

它与球面上之值 v ( p
。 ,

夕
,

劝 的

关系为

由 ( 7 )
,

( 1 3 )式又可得

“ 1
(尸

,

“
,

“ , 一 艺 (· 十 ` ’ (· + 2 ,

禽(借) 讥 ( P
。 ,

0
,

久)
.

( 1 7 )

V (。
,

“
,

“ , 一云 (借)
朴`

V
·

(。
。 ,

“
,

“ ,
今令 宁(尸

,

夕
,

几) =

劝代人 ( 9) 式
,

则

暴
,

1
(户

,

“
,

` ’
并将 尸3

宁
,
(尸

,

夕
,

刀一了21,,"
己一头
`

己一玉
`

己一玉
`

反乙

一一

v
。

(、
。 ,

。
,

; ) 一熟土生
又
{
“ 沉

{
”

v (。
。 ,

。, ,

、 ,

)
.

任 7r J o j o

p
,

( e o s沪) s i n夕
`
d夕

`

以
` ,

( 9 )

( 1 0 )

右
;
(尸

,

夕
,

久)

p
·

(一` , 一 ”
·

(一“ , p
·

(一“
`

, + 2

客{{产魔兴
.

1
(尸

,

0
,

久) -

f
,
(尸

,

0
,

久) =

c o s (几一 几
`

) p : (夕) p : (夕
`
)

,

( 1 1 )

式中
,

T (。
,

“
,

“ ,
,

。

暴
T (。

,

“
,

“ ,
,

。 2

暴
T (。

,

夕
,

劝 都是球面外空 间点咖
,

0
,

劝 上 的调 和 函数
,

T ( p
,

夕
,

劝 一

一 ( n + 1 ) ( n + 2 ) ( n + 3 )
·

喜(色 )
0P

、
尸 /成

T
,

(尸
。 ,

夕
,

几)
.

( 1 8 )



83 8自
.

盆并手选展 第 1 6卷 第 7 期 2 0 0 6年 7 月

比较各式右端
,

得 比较各式右端
,

得

f
l

, ·

(。
。 ,

“
,

` ,

一
(
·
+ ` ,

涂
只 (。

。 ,

“
,

` ,
,

( ` 9 ,

,
1

, , :

(夕
。 ,

“
,

“ ,

一
(· + 2 ,

箭
f

l二 (:
。 ,

“
,

“ , -

关
, ,

(户
。 ,

夕
,

几)
1 甲

,

= 一 ( n 一 1 ) 一 1 刀 、尸O

P “

,

夕
,

几) ( 2 6 )

脚方
1一脚

V
Z

, ,

(尸
。 ,

口
,

几) = 一 ( n + 2 ) ,

夕
,

几) =

。
、

1 ~
,

弋n 十 1 ) 又n 一 乙 ) 万 1 ,

气尸。

肠

0
,

人)
,

( 2 0 )
( 、 一 , ) ( 、 + 2 )粤兀 (。

。

肠

,

夕
,

几)
,

( 2 7 )

:
,

, 。

(。
。 ,

。
,

、 )

一
( 。 + 3 )

孚
,

1
. ,

(尸
。

尸 0

( : + : ) ( 、 + : ) 粤,
l

户o

,

口
,

久) = 泞
2

. 。

(户
。 ,

夕
,

几)
1

= 一 气n 十 j ) 丁刀
2

, 。

尸 0

(尸
。 ,

夕
,

久) =

, ,

(尸
。 ,

夕
,

又) =
( : 十 2 ) ( 。 + 3 )粤九

, ,

(。
。 ,

。
,

入) -

两

一 ( 、 + 1 ) ( 、 + : ) (二 + 3 ) 粤
.

两

T
,

(尸
。 ,

夕
,

久)
.

( 2 1 )

一 ( 二 一 1 ) (
。 、 : ) ( , + : )

粤讯 (。
。 ,

。
,

久)
.

八
)

( 28 )

用前面相同的方法
,

处理混合重力异常 (地表

A 点的重值 g
,

与其相应于似地球表面上 B 点的正

常重力值之差 )及其导数的关系
,

且

2 ~
,

一 1 戈尸
, 口 ,

入 , 十
尸 暴

T (。
,

“
,

“ ,

一 仁g ( A , 一 ` (“ ’ 〕

“ 介 (尸
,

0
,

几)
,

关
, 。

(产
。 ,

0
,

几) 一

( 2 2 )

人 (产
,

0, 劝

又 一 ( , 一 1 )月色 )
叶 2 .

一 尸。 、 尸
,

T
,

(尸
。 ,

8
,

几)
,

( 2 3 )

:
2
(。

,

“
,

` , 一

歇
2
(。

,

“
,

“ , -

4 第一边值问题

对于球外空间点 (户
,

夕
,

劝 上的调和函数 T (夕
,

夕
,

久)
,

尸f
l

咖
,

0
,

入)
,

户2
,

1

幼
,

夕
,

几) 都可按 ( 9 )式

的形式与球面扰动位 T ( p
。 ,

夕
,

肋 建立关系
.

亦即

航空
、

卫星测量 的数都可解析延展到球面或地面
.

在此重点是讨论地球表面点 ( p
、 ,

0
,

劝上的调和函

数与 (T 户。 ,

夕
,

劝之间的关系
.

由于 p 、
一脚 (已 劝 一

尸。
+ H 叨

,

劝是 0
,

几的函数
,

则地面测得或算得的

T (户
、 ,

0
,

几 )
,

f
,
( 产

N ,

口
,

入 )
,

, 1
(尸

N ,

8
,

几 )
,

九幼
N ,

0
,

久)
,

刀2

咖
N ,

口
,

久) 也是 8
,

入的函数
,

我

们都可用 ( 9) 式展为球面函数
,

习 (借)
叶 3

:
2

, ·

(。
。 ,

“
,

“ ’ - T (户
、 ,

o
,

* ) 一艺 T
,

(。
、 ,

“
,

、 ) 一

又 ( , 一 : ) (二 + : ) 粤(色 )
+n 3 .

一 尸。 \ 尸 /

T
。

(尸
。 ,

8
,

久)
,

艺 ;号二
{:

兀

{:
T (阳 “ ’ ,

“
`

”

( 2 9 )

( 2 4 )

a
行2 LP

, 口 ,
几 ) 一石丁V

Z 、 P
, 口 ’ 入 户 一

口尸

p
,

( e o s沪) s i n夕
,

d s
,

山
` ,

f (尸、
,

夕
,

、 ) ~ 艺 f
,

(。、 ,

夕
,

、 ) 一

己2 , , 。 、 、
一

平
J Z 、产

’ 口 ’ 入 ’
一

习
罕 {:

气

{:f(e
一“ ` ,

“
`

”

p
,

( e o s沪) s i n o
,

do
`

奴
` ,

, (。、
,

o
,

、 ) 一艺 ,
,

(。、 ,

。
,

入) =

( 3 0 )

T (夕
,

0
,

入) =

一 ( n 一 1 ) ( n + 2 ) ( n + 3 )
·

兰下艺

亩(借)
`

nT (夕
。 ,

夕
,

“ ’
·

( 2 5 )

艺
罕 {:

冗

{{
, `阳夕

` ,

“ ”
’

p
,

( e o s沪) s i n口
`

d夕
`

以
’ ,

( 3 1 )
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式中 f ( p
、 ,

氏 劝
、

v咖
、 ,

8
,

劝 既可表示扰动重力 因

及其垂直梯度
,

也可表示混合重力异常及其垂直梯

度
,

在 ( 1 2) 式中令 p一如
,

则
一 艺六(发)

计 ’ p
·

(一沪,
( 3 8 )

T (。、 ,

。 , 、 ) 一艺 T
,

(。、 ,

o
,

、 ) 一

艺 (瓮)
计’
只 ( 。一 “

,

` ’
( 3 2 )

式 中 : 为点 ( p
; ,

0
,

劝 到点 如
。 ,

0’
,

不 ) 的直线距

离
,

由 ( 3 7 )
,

( 3 8 )式可得

T (夕
。 ,

。
,

* ) 一习 :
,

( 。
。 ,

。
,

* ) 一

习 (宗)
计`
兀 (。

。 ,

“
,

“ ’ -

“ (。一 , ,

一
2。 。 * ·

暴(令)
一 。 。

去
·

( 3 9 ,

艺〔
1

,

1 十 气n 十 1 少一 L P N 一 P
o 少十

尸 o

1
, . , 、

1
,

二万 儿欠n es
仁 1 )

-二于 又D
、 ;

一 D 。
)

-

乙 。 全
犷 U

nT (夕N ,

8
,

几)
.

( 3 3 )

将 ( 3 4 )
,

( 3 5 )式代人 ( 3 6 )
,

( 3 7 ) 式 中即得解
.

不过本方法不仅需要测得地球表面的扰动位 T ( p
、 ,

0
,

肋
,

还需测得纯重力异常 f
,
(产

、 ,

夕
,

劝 及其梯

度 7
1

咖
、 ,

0
,

几)
,

后者可由文献 ( 2 7 )求得
,

亦可 由

详细的地形数据求得卿〕
.

ǐ 1
1

1二

+

将 ( 1 3 )一 ( 16 )式化简后有

T (。
。 ,

。
,

、 ) 一艺兀 (。
。 ,

。
,

* ) 一

5 第二边值问题

当 ( 24 )式中 夕一夕
、 ,

有

T (、
,

“
,

“ , 一

箭
、 (、 一 户

。
,

·

关 (。
、 ,

。
,

* ) + 兴(。
、
一 。。

)
2 ·

乙两

仁汤,
,
(如

,

夕
,

* ) + 2如 f
,
(内

,

夕
,

* ) ]
.

( 34 )

九 (。、 ,

0
,

* ) 一艺 f
l

, ,

(。
、 ,

。
,

、 ) 一 「旦工二色夕
,
卫刁 _

L 。户 」, 一 , N

艺 (岩)
时 Z T

·

(。
。 ,

“
,

“ ’
,

( 4 0 )

兀 (。
。 ,

。
,

* ) 一丝土 皿{
2 ’

{
’

、T (。
、 ,

了
,

*
/

) -

任兀 J 0 J o

f
,
(。

。 ,

。
,

几) 一艺了(。
。 ,

o
,

* ) 一

于、
(了

,

*
`

)。、 (`
,

*
`

) 一 。 。〕
·

尸 o

习 (婴)
衅 2

,
,

. ,

(*
。 ,

“
,

“ , -

“
尸 。

厂

[
ǐ ||||二

+

关 (内
,

了
,

a’) +
1 二

,

、
` , 、

二 。

石万 LNP L口
,
凡 ) 一 尸

。」
` .

`种

。 、

1
,

1 十 L n 十 乙 ) 一 L刀N 一 P o ) 十
尸 o

[汤(了
,

*
’

) 7
,
(内

,

口
,

、 `
) + 2内 (了

,

、
`

)
·

、 (。
,

`
,

* `
,

}
只 。 ( co 、 ) S i8n’ ` 。

/
.

( 3 5 )

1
, . , 、 , .

。
、

1
,

万 气” 卞 月 L ” 十 乙 , 了 L户N 一 户
。 )

“

仁 U

f
l

, ,

(尸N ,

夕
,

几)
,

( 4 1 )

且有

设地球表 面之外 的空 间点 (内
,

0
,

劝 的扰动 位为

T (内
,

夕
,

几)
,

则
1

, 。 _ 、
二

, _ _ 、
二

一 一 p N 气以从 ) Lp N 又口从 ) 一 p 。」刀 1 戈p 、 ,

夕从 ) =
尸。

T (尸
*

,

。
,

久 , 一艺 (瓮)
补 ’ T

·

(。
。 ,

“
,

` , -

众丁:
“

丁:
T (尸

。 ,

“
` ,

“ ’ “ (尸
“ ’

必,
’

艺 (二 + : )

了一曰色 、
、尸N ( 8

,

几) /

1 二
, _ _ 、

,

于 L尸N ( 8
,

几) 一 夕
。

」
·

夕o

” + 2

f
,

, ,

(尸
。 ,

0
,

几)
,

( 4 2 )

户;
s i n o

,

d夕
,

山
` ,

( 3 6 )

、 ( ,
,

,卜 艺 (粤)
叶`

( 2二 + 1 )尸
,

( 。 。 S ,

、
尸尺

了

l --r 。 。 , _

端 Lp N 一 尸。 」
`

尸凡行` 又尸N , “ ,

几’ 十

( 3 7 ) 粤仁
。、 一 。 。

〕
2尸、 :

,
(。

、 ,

。
,

* , -

0P
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又 , 1
, , , 、 ,

八
、

户
~

二不 又n
十 1 ) 气n 十 乙 )

.

~
乙

由 ( 3 8 )式得

粤( : N

尸。

一 , 。
) (二 )

叶 “
力

。

(、
。 ,

。
,

、 )
.

\ 尸N /

( 4 3 )
N ( :

尺 ,

。卜
一 2

共(
。
{粤粤却

+
{粤畏 )

.

( 4 9 )

u 尸
、 扩 尹

尸
口 产

尸u 尸
产

则

f
, (尸。 ,

口
,

人) = 艺二

f
l
( P N

1 厂

丁 仁
脚

尸0

,

(p
。 ,

夕
,

劝 -

,

0
,

久) 一

一 户
。

〕尸、 夕
,
(尸、

,

夕
,

、 ) +

1 /

不一万 、 尸N

乙两

一 产
。
)

2

[户髯宁
,
(尸

、 ,

o
,

几) +

2尸N
v

l
(户

、 ,

0
,

几)」
.

( 4 4 )

将 ( 4 5 )
,

( 4 6 )式代人 ( 4 7 )
,

( 4 8 )式中
,

可由 尸。

球上 的 f
;
(夕

。 ,

0
,

几 ) 值求 出 T 如
; ,

夕
,

入 )
,

而

无幼
。 ,

夕
,

对
,

几 如
〔, ,

夕
,

劝 是 由地球表 面测得的

纯重力异常 f
,
(户

N ,

0
,

肋及其梯度 刀
;
( 。

、 ,

出 肋求

出的
.

至于 宁咖
、 ,

0
,

劝一般不能 由直接观测得到
,

但可用高阶重力场模型计算得到
,

不过用球面代替

椭球面的简化模型也不需要 右( p
、 ,

8
,

肋
·

6 第三边值问题

( 6 )
,

( 2 2 )式 中
,

令 尸二尸
、 ,

则有

式中

鱼 T (。
、 ,

。
,

入) +

尸N

,

0
,

几) 一N户T
己一即

)
.、 .尹

Or |l
.

JI
ù乃二暇门

了胜、.2̀、

、
, ,

(。 〔〕 ,

。
,

又
卜岁芡朴

、 (户
、 ,

`
,

、
`

卜
一 [ g ( A ) 一 了( B )」一 九 (尸

、 ,

夕
,

几)

1 、

于
、

脚
尸。

一 产
。
)如 7

,
(内

,

了
,

几
`

) + 关 (户
。 ,

o
,

; ) 一艺儿
, ,

(。 。 ,

。
,

久) 一

见

一 : 。
)

2

[凤泞
1
(如

,

挤
,

几
`

) +

(户
、 ,

了
,

入
`

) 〕} p
,

( e o s沪) s in0’ 解以
,

.

( 4 5 )

艺 (岩)
一 2

f
2二 (户一 “

,

“ ’ -

一十 ( , + 2 ) 工 (夕
、

尸。

一 夕
(

) +

关于地球表面上与外空间点 ( p
; ,

口
,

肋 的扰动位之

间的关系
,

由 ( 19 )式有

1
, 。 , 、 , `

。
、

1
,

下二 气n 一 1 八 n 十 乙 ) 二 L P 勺
一 口。 )

一

十
乙 n 艾

「 U

儿
, ,

(尸N ,

夕
,

穴)
,

进一步推导有
T

·

(。
。 ,

“
,

“ ’
一念

f
l

, ·

( 。
。 ,

0
,

` ’
·

( ` 6 ,

而

f
Z
(。

。 ,

。
,

几) 一 习 f
Z

, ,

( :
。 ,

o
,

几) 一

1
,

J Z 气P N ,
,

,
人 ) 一 丁 又P N

一 尸
。

切
N
刀扒 P N

刀
,
凡 ) 十

-I, o

T (*
,

“
,

“ , 一 名 (宗)
叶 ` T

·

(。
。 ,

“
,

“ , -
1

骊
、

脚
一尸

。
)

2

「尸又宁
2
(尸、

,

0
,

入) + 2户、
,

。
(尸

、 ,

0
,

入)〕
.

艺 一

击 (发)
叶 ’
九

, ·

( :
。 ,

“
,

“ ’ -

命丁:
成

丁)
f

l
(尸

。 ,

“` ,

“
`

, N (内
,

` ,户;
S` n“

`

d“
`

叔
`

( 5 2 )

( 4 7 )
而

式中

、
, ,

( :
。 ,

。
,

几
卜罕{:

贫

{)
{、 (。

,

`
,

;
`
)

N (。
,

, ) 一 见 一
擎并 (粤)

科`
尸

。

( Co s , )

) 土 丫彻 2 /

( 4 8 ) 箭
(。一

。 。
,、 ,

“
(尸一`

,

“
`

, +

瑞
(。 一 。 。

,
2

仁床熟 (: 一了
,

“
`
’ +



直大并子选展 第 ’ 6 卷 第 7期 2 0 06 年 7月

户
|
|L l

.

J戒

12脚刀
2

(内
,

口
,

又
`

) 〕} p
,

( e o s功) 51斌盯山
` .

( 5 3 )

己 甲
,

不三:
1 、尸

。 尸

’

夕
’
“ ’

〕
; 一 。 。

-

顾及 ( 2 6) 式有
早

T (尸
,

。
,

几
卜乡

(。一 尸
。
) 。

纂
丁 (。

,

。
,

* )

{
-

。尸 尸 o 口尸 户尸= 枷

PT
己一中

T
·

( :
。 ,

“
,

` ’
一六

九
, ·

( :
。 ,

“
,

“ ’

f
l
(。一 “

,

“ , 一

二
(:

一
尸。

,。
·
:

1
(尸一 “

,

“ ,
,

( 5 7 ,

尸
吧
I
J
J

IJ

I
则地球表面上及表面外空间点咖

N ,

夕
,

劝的扰动位

2 一

一 1 LP
, 口 , 八 } 十

尸

,

。
,

* ,

」
尸

一
门 |||习

`

凡门以

户T
2一尸广|||L

T (。一 “
,

“ , 一艺 (瓮)
计 ’ T

·

(。
。 ,

“
,

` , -

十

暴
T `夕

,

“
,

“ ’ -

艺 一

六 (7)
叶`
人

, ·

`。 。 ,

“
,

“ ’ -

瑞{)
’

{:
九 (尸

。 ,

“
` ,

“ ” S (尸
· ’

沪,
’

1
,

二下 、 尸一 P 。 夕尸
尸 o

旦「
D尸 L

鱼 T ( 。
,

。
,

、 ) +

尸 剔
。

,

“
,

“ ,

〕{
, = p、

-

f
Z
(尸N ,

8
1

,

,

凡 ) 一 丁 L尸N

尸。

一 夕
。
)甲

2
(尸

N ,

夕
,

几)
,

( 5 8 )

成
s i n夕

,

d夕
,

山
’ ,

。 ` _ ` 、
一 甲 助旦卫 了色

。
、
尸尺

, w ,

一 ` 曰 _ 一 1 、 -

“ 上 、 产J尺

( 5 4 )

P
,

( e o s必) =

又 (色 )
计 ` s ( , ,

·

—
\尸N /

边值 T (尸
N ,

0
,

几)
,

fl (尸
N ,

0
,

几)
,

,
,
(尸

N ,

0
,

几)
,

关 (内 刀
,

久)
、

,
2
(如

,

口
,

久)
,

脚 都是 夕
,

久已知函数
.

如果考虑在正常位水准椭球 面内作一内球
,

可

使

( 5 5 )

尸N
= 尸。

+ D ( 8 ) + H (夕
,

几)

其中
,

S (沪) 即 S t o k e s 函数
,

文献 [ 2 8 ] 中 已给 出
,

从上述 的 ( 3 0 )
,

( 3 6 ) 式
,

( 4 0 )
,

( 4 7 ) 式 和 ( 5 0 )
,

( 5 4) 式可 以看出
,

它们分别 以求和与积分形 式表示

了地面
、

外空与虚拟球之间扰动位的相互关系
,

从

而解 出 3 类边值问题
.

只要已知地球表面的 几 (如
,

夕
,

几)
,

刀
2

幼
N ,

夕
,

几) (此处略去 衣 ) 即可
.

文中有关

公式与一般书中符号相反
,

这是 因为 ( 5 )
,

( 6) 式定

义 f (产N ,

夕
,

劝时反号
.

最后
,

作为一个例子
,

在略出扰动重力二 阶梯

度之后
,

地球表 面与虚拟球 ( p
。
) 之 间第一

、

第二
、

第三边值 问题 的解可 分别 以下 述 的 ( 5 6 )
,

( 5 7 )
,

( 5 8 )式表示
:

: T (户
,

。
,

* ) :
; 一 。。

一 }
T (。

,

o
,

*
卜手

* (夕一 尸。
)

L 尸 0

己甲
,

石二l 、 P
哪

,

,

8
,

入)十

载
(厂

尸。
,
“

〔声暴
T (。

,

“
,

“ , + 知
暴

T (。
,

“
,

“ ,

〕{
,一 、 -

T (。一 “
,

“ , 一

告
(。
一

。 。
,力 (。一 “

,

“ , +

载
(*
一

。 。
,

2

仁。丸:
1
(。一 “

,

“ , + 2。· f
l
(。一 “

,

“ ’ 」

( 5 6 )

D (的为球面与椭球面之间的距离
.

7 结论与讨论

( 1 ) 鉴于 M o l o d e n s k y 问题 在数学上有 两个主

要难点卿〕
,

其一
,

它本身是一个非线性 自由边值 问

题
,

使解变得复杂
;
其二

,

由于边界面附近场源分

布的复杂性
,

致使边值 函数粗糙 化 ( 不可能光滑 )
,

乃至呈非正则性
,

为避免这一不足
,

将大地测量边

值 问题变为虚似球域外 的边值问题
.

本文利用所提

供的方法可以简明地表示虚拟球 面
、

地球表面及外

空重力场之 间的关系
,

由此 分别解出大地测量中的

第一
、

第二
、

第三边值问题
.

既符合于调和 函数 的

理论
,

又应 了当今地面低空重力及其梯度 日益增多

的需要脚〕
,

且从地球 表面延拓到 p 。

球上
,

比 Bj er
-

h a m m a r 用 p o i s s o n 积分法更为方便
,

当 夕一夕
。

值较

大时
,

可以使 p 。

的球在地球之外
,

不管 夕> 尸。

或 户<

户。

都是一一对应和惟一确定的
.

( 2) 这种延拓方法对于推求近地空 间的重力场

具有较强的收敛性
,

且能综合利用扰动位
,

重力异

常和重力垂 直梯 度的数据
,

使文献 [ 4〕中有关公式

由四重 积分 简化 为二 重积分
.

这里 提供第 一
、

第
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二
、

第三类大地测量边值问题
,

实际也是大地测量

中超定的一种边值问题解法
.

(3 ) 物理大地测量学理论 和实践表 明
,

只有尽

可能多地综合利用各类不同观测
,

数据才能达到精

化重力场的 目的
,

文中涉及地面的海洋的航空的卫

星的各种观测
,

其中包括物理量几何量的观测
,

如

何将它们以同一精度和统一的重力场元素组合在一

起构成解边值问题 中所需的条件
,

(资料 ) 也仍需进

一步研究
.

( 4) 为使描述边值问题的展开式更为精确
,

从

理论上讲
,

可 以 表达 式展 成更 高高 阶 ( 例 如含 有

粤(。
、
一 。。

)
3
) 的形式

,

这要涉及扰动位的三阶导数
,

尸o

如何高精度地获取也是值得探讨的问题
.

( 5) 从 户。

球转换到椭球时
,

前人 已作 了一些研

究
,

如何具体操作仍需进一步讨论
.

b o u n d
a r y v a lu e p r o bl e m

.

j
o u r n a l o f G e o d e s y

.

2 0 0 1 , 7 5 : 1一 2 2

1 2 M a r t i n e e 2
.

G
r e e n ’ 5 f u n e t i o n 5 0 1以 t lo n t o s p h e r i e a l g r a

d i o rn
e t r i e

b o u n d a r y 一 v a l
u e p r o b le m s ,

J o盯 n a
l o f G e o d e s y , 2 0 0 3

.

7 7 : 4 1

49
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